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摘 要： 本文采用了时间步进算法（ＭＯＴ）求解时域线面结合积分方程（ＴＤＳＷＩＥ），以解决金属平台和复杂线天线
结合这种组合目标问题．为了提高该算法的精度和数值稳定性，文中采用了精确计算阻抗矩阵元素值的方式．对单级
子天线放置在金属球面以及螺旋天线放置在圆台形天线基座等进行数值仿真，获得了天线与基座结合处的瞬态电流

值、天线的回波损耗（Ｓ１１）、天线的输入导纳以及方向图等重要参数．数值结果验证了本文方法的有效性和精确性．
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１ 引言

分析多尺度复杂目标的电磁特性时，例如舰船平

台、飞行器、雷达系统等，经常要处理线天线与导体相连

的结构，准确分析这类组合目标的电磁特性具有非常重

要的工程意义．时域积分方程方法 ＴＤＩＥ（ＴｉｍｅＤｏｍａｉｎ
ＩｎｔｅｇｒａｌＥｑｕａｔｉｏｎ）［１７］是获得这种目标的时域电磁散射、
辐射特性的一种十分有效的方法．同频域方法相比较而
言，在时域求解目标的电磁特性不仅可以直观的揭示目

标与电磁波作用的机理，而且可以直接获得目标的宽频

带信息，这在宽带电磁问题、瞬态电磁问题的分析中具

有十分独特的优势．
在时域积分方程的数值求解中一般采用基于 ＲＷＧ

（ＲａｏＷｉｌｔｏｎＧｌｉｓｓｏｎ）空间基函数的时间步进（ＭＯＴ）算
法，但对于线与面，线与体的组合问题，如线天线与金属

导体相互连接的目标，很难用单一的空间基函数来表示

其表面的电流分布情况．分析这类问题，通常的解决方
案是对天线，连接点和导体表面分别构造基函数，如在

文献［１，８，９］中，分别采用线基函数、线面结合基函数和
面基函数（ＲＷＧ基函数）三种基函数来处理．

本文采用了时间步进算法（ＭＯＴ）求解时域线面结
合积分方程，以解决金属平台和复杂线天线结合这种组
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合目标问题．对三维面部分、线部分、线面结合部分分
别采用ＲＷＧ基函数、线基函数、线面结合基函数等空
间基函数以及高阶时间基函数表示表面电流的时间空

间分布．为了提高该算法的精度以及数值稳定性，本文
采用了精确计算阻抗矩阵元素值的方式．用该精确稳
定的算法对单级子天线放置在金属球面以及螺旋天线

放置在圆台形天线基座等组合目标进行了数值求解与

仿真，最后给出了数值结果以验证算法的有效性和精

确性．

２ 理论与公式

２．１ 时间步进算法（ＭＯＴ）
时域电场积分方程ＴＤＥＦＩＥ表达式为：

Ｅｉｔａｎ（ｒ，ｔ）＝［μ
０
４π∫Ｓ′

ｔＪ（ｒ′，τ）
Ｒ ｄＳ′

－ １
４πε０∫Ｓ′

１
Ｒ∫

ｚ

０
′·Ｊ（ｒ′，ｔ）ｄｔｄＳ′］ｔａｎ

（１）
或者微分形式的时域电场积分方程：

ｔＥｉｔａｎ（ｒ，ｔ）＝［μ
０
４π∫Ｓ′

２ｔＪ（ｒ′，τ）
Ｒ ｄＳ′

－ １
４πε０∫Ｓ′

１
Ｒ′·Ｊ（ｒ′，τ）ｄＳ′］ｔａｎ （２）

为了将积分方程离散，首先需要将表面电流表示

为一系列空间项和时间项乘积的和，即表面 Ｓ上任意
一点任意时刻的电流展开式可表示为：

Ｊ（ｒ，ｔ）≈∑
ＮＳ

ｎ＝１
∑
ＮＴ

ｉ＝０
Ｉｎ，ｉｆｑｎ（ｒ）Ｔｉ（ｔ） ｑ＝ｓ，ｗ，ｓｗ

（３）
ｆｑｎ（ｒ）分别对应三种结构上的空间基函数，即面、线以及
线面结合空间基函数，而 Ｔ（ｔ）为高阶时间基函数且有
Ｔｉ（ｔ）＝Ｔ（ｔｉΔｔ），空间和时间基函数如下：

ｆＳｎ（ｒ）＝
ｌｎ
２Ａ±ｎρ

±
ｎ ｒ∈Ｔ±ｎ{

０ ｅｌｓｅｗｈｅｒｅ
（４）

ｆＷｎ（ｒ）＝
Ｓｎ ｒ－ｒｎ－１ ／ｒｎ－ｒｎ－１ ，ｒ∈ｕｎ
Ｓｎ＋１（１－ ｒ－ｒｎ ／ｒｎ＋１－ｒｎ ） ，ｒ∈ｕｎ＋１
０ ，

{
ｅｌｓｅｗｈｅｒｅ

（５ａ）
Ｓｎ＝（ｒｎ－ｒｎ－１）／ｒｎ－ｒｎ－１ （５ｂ）

ｆＳＷｎ（ｒ）＝

α
ｋ
ｎ

∑αｋｎ
１
ｌｋｎ
［１－

（ｈｋｎ）２

，（ρ
ｋ
ｎ·ｈ^ｋｎ）２

］ρ
ｋ
ｎ

ｈｋｎ
，ｒ∈ Ｔｋｎ

Ｓｎ＋１（１－ ｒ－ｒｎ ／ｒｎ＋１－ｒｎ ） ，ｒ∈ ｕｎ＋１
０，










ｅｌｓｅｗｈｅｒｅ

（６ａ）

∑αｋｎ＝２πρｋｎ＝ｒｋ－ｒｎ （６ｂ）

Ｔ（ｔ）＝

ｔ３
６Δｔ３

＋ｔ
２

Δｔ２
＋１１ｔ６Δｔ

＋１， －Δｔ≤ｔ≤０

－ ｔ３
２Δｔ３

－ｔ
２

Δｔ２
＋ ｔ
２Δｔ
＋１， ０≤ｔ≤Δｔ

ｔ３
２Δｔ３

－ｔ
２

Δｔ２
－ ｔ
２Δｔ
＋１， Δｔ≤ｔ≤２Δｔ

－ ｔ３
６Δｔ３

＋ｔ
２

Δｔ２
－１１ｔ６Δｔ

＋１， ２Δｔ≤ｔ≤３Δｔ

０，

















ｅｌｓｅｗｈｅｒｅ
（７）

ＮＳ为空间基函数的个数（对应未知数的个数），Ｎｔ为
总的时间步数，Δｔ为时间采样步长．将表面电流的级数表
达式（３）代入式（２），并在空间上进行Ｇａｌｅｒｋｉｎ检验，而在时
间上做点匹配检验，可得如下形式的矩阵方程：

Ｚ０·Ｉｊ＝Ｖｊ－∑
ｊ－１

ｌ＝１
Ｚｌ·Ｉｊ－ｌ （ｊ＝１，２，…Ｎｔ） （８）

方程式（８）构成了经典 ＭＯＴ算法的基础，ｔｊ时刻的
未知电流系数Ｉｊ可以由先前时刻的已知电流系数Ｉｊｌ，ｌ
＝１，２，…，ｊ－１求得，因此，方程式（３）中所有时刻的电
流系数都可以通过迭代求解获得．
２．２ 系数阻抗矩阵及双重积分的精确计算

基于三种空间基函数的存在，阻抗矩阵元素就会

有九种不同的形式，即面（Ｓ）、线（Ｗ）和线面结合（ＳＷ）
之间相互作用的组合，表示为：

Ｚ＝
ＺＳ－Ｓ ＺＳ－Ｗ ＺＳ－ＳＷ

ＺＷ－Ｓ ＺＷ－Ｗ ＺＷ－ＳＷ

ＺＳＷ－Ｓ ＺＳＷ－Ｗ ＺＳＷ－









ＳＷ

（９）

对应的阻抗矩阵元素的表达式如下：

Ｚｐｑｍｎ，ｉ＝μ
０
４π∫Ｓ∫Ｓ′

ｆｐｍ（ｒ）·ｆｑｎ（ｒ′）
Ｒ

２Ｔ（ｉΔｔ－Ｒ／Ｃ）
ｔ２

ｄｓ′ｄｓ＋

１
４πε０∫Ｓ∫Ｓ′

·ｆｐｍ（ｒ）′·ｆｑｎ（ｒ′）
Ｒ Ｔ（ｉΔｔ－Ｒ／Ｃ）ｄｓ′ｄｓ

（１０）
式（１０）中的阻抗矩阵元素无法直接简化成一个解

析表达式，只能采用数值方式近似得到该元素的值．如
果数值计算出现较大的误差，就会直接影响整个计算

精度，甚至于影响算法的数值收敛性和稳定性．传统的
时域积分方程阻抗矩阵元素的计算均基于电流在同一

个三角形对上是恒定值这一假定进行的［１０］，即阻抗矩

阵元素可近似为：

Ｚｐｑｍｎ，ｉ＝

μ０
４π∫Ｓ∫Ｓ′

ｆｐｍ（ｒ）·ｆｑｎ（ｒ′）
Ｒ ｄｓ′ｄｓ×

２Ｔ（ｉΔｔ－Ｒｍｎ／Ｃ）
ｔ２

＋ １４πε０∫Ｓ∫Ｓ′

·ｆｐｍ（ｒ）′·ｆｑｎ（ｒ′）
Ｒ ｄｓ′ｄｓ×Ｔ（ｉΔｔ－Ｒｍｎ／Ｃ）

＝Ｈ·Ｔ（τｉ） （１１）
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τｉ＝ｉΔｔ－Ｒｍｎ／ｃ （１２）

Ｒｍｎ＝ ｒｍ－ｒｎ （１３）
其中，ｒｍ和ｒｎ分别为第ｍ和ｎ条边的位置矢量．从式
（１１）可以看出，矩阵元素可以拆分为两部分：空间项 Ｈ
以及时间项Ｔ，其中时间项 Ｔ具有解析表达式，可以快
速精确计算得到其值，而空间项 Ｈ必须采用数值方式
处理．在数值求解 Ｈ中会出现奇异性积分（ｍ＝ｎ）情
况，此时可以用奇异值提取法或者高精度近似解析方

法［１１］解决．在整个矩阵元素计算中，空间项 Ｈ仅需计
算一次，而时间项 Ｔ也可以快速计算得到，因此，传统
的时域积分方程矩阵计算方式具有很高的计算效率，

然而，这种空间项和时间项分开计算是一种近似的处

理方式，并不能精确计算出阻抗矩阵元素的值，反而严

重影响算法的精度，造成后时不稳定性出现．
为了提高阻抗矩阵元素的精确度，本文采用了将

时间项 Ｔ保留在双重积分内，即

Ｚｐｑｍｎ，ｉ＝μ
０
４π∫Ｓ∫Ｓ′

ｆｐｍ（ｒ）·ｆｑｎ（ｒ′）
Ｒ

２Ｔ（ｉΔｔ－Ｒ／Ｃ）
ｔ２

ｄｓ′ｄｓ

＋ １
４πε０∫Ｓ∫Ｓ′

·ｆｐｍ（ｒ）′·ｆｑｎ（ｒ′）
Ｒ Ｔ（ｉΔｔ－Ｒ／Ｃ）ｄｓ′ｄｓ

＝∑
ｌ

ｊ＝１
∑
ｌ

ｋ＝１
Ｈｊ，ｋＴ（τｉ，ｊ，ｋ） （１４）

τｉ，ｊ，ｋ＝ｉ－Ｒｍｎ，ｊ，ｋ／（ｃΔｔ） （１５）

Ｒｍｎ，ｊ，ｋ＝ ｒｍ，ｊ－ｒｎ，ｋ （１６）
其中，ｒｍ，ｊ和ｒｎ，ｋ分别为第ｍ个基函数第ｊ个积分点和第
ｎ个基函数第ｋ个积分点所对应的位置矢量．在计算过
程中，仅需考虑基函数之间相互作用 ｆｐｍ（ｒ）·ｆｑｎ（ｒ′）、·
ｆｐｍ（ｒ）′·ｆｑｎ（ｒ′）以及两个基函数之间的间距 Ｒ，由 Ｒ
可以进一步求出每一个时间步对应的时间项Ｔ，最终加
权求和得到整个阻抗矩阵元素的值．在计算方式中，空
间项部分即 ｆｐｍ（ｒ）·ｆｑｎ（ｒ′）和·ｆｐｍ（ｒ）′·ｆｑｎ（ｒ′）也仅需
计算一次，时间项 Ｔ部分则可以通过两个基函数之间
的间距Ｒ得到，因此，这种处理方式较传统的处理方式
而言，不仅保留了高计算效率，而且能够获得精确的矩

阵元素值．
采用以上方式虽然可以精确计算出阻抗矩阵元素

的值，但是该方式同样也会遇到奇异性积分问题，本文

采用了径向积分法［１２，１３］结合 ＤＵＦＦＹ变换［７］来处理，即
面和面之间的奇异性采用径向积分法，而面和线面结

合之间的奇异性采用ＤＵＦＦＹ变换方式处理更为有效．

３ 数值结果

设置激励源（Ｄｅｌｔａｇａｐ［１４］）为调制高斯电磁脉冲，其
脉冲波形如下：

Ｅ（ｔ）＝Ｅ０ｅ－［（ｔ－ｔｐ）／槡２σ］
２

ｃｏｓ（２πｆ０ｔ） （１７）

其中，Ｅ０＝１．０Ｖ／ｍ，σ＝６０／（２πｆｂｗ），ｔｐ＝８σ，ｆｂｗ为脉冲
的频谱宽度，ｆ０为入射电磁脉冲的中心频率．

算例１ 考虑一副长为 Ｌ的单级子天线放置在一
个半径为Ｌ的球形面上，物理结构如图１右上角所示．
整个组合目标被剖分成 １２８７个三角形对、９条线段以
及１个线面结合点，共计１２９７个未知量．在本例中选取
时间步长 Δｔ＝００８３ｎｓ，Ｄｅｌｔａｇａｐ源的参数为：ｆ０＝
２０００ＭＨｚ，ｆｂｗ＝４０００ＭＨｚ，且将此源馈至天线与球面结
合点处，可以获得结合处的瞬态电流值．从图１中可以
看出，本文采用的方法具有很好的数值稳定性，即使在

后时１２０００ｎｓ处（约１４４００个时间步）仍然是稳定的，且
１２０００ｎｓ处的瞬态最大值和最小值分别为 １３２×１０－９

和 －３．６８×１０－９Ａ／ｍ（最大值与最小值相差５０×１０－９

Ａ／ｍ），而传统的时间步进算法在 ２００ｎｓ处就已经出现
了振荡，因此，本文采用的方法是有效的．由计算得到
的电流和激励源电压可以获得天线的输入导纳或者输

入阻抗，进而计算出天线的回波损耗（Ｓ１１），分别如图２
和图３所示．在图２和图 ３中，本文所采用的方法计算
得到的瞬态值经过快速傅里叶变换 ＦＦＴ（ＦａｓｔＦｏｕｒｉｅｒ
Ｔｒａｎｓｆｏｒｍ）后获得的频域值与采用商业软件 ＦＥＫＯ直接
计算得出的频域结果进行了比较，表１列出了６０、１００、
１４０、１５６和３６０ＭＨｚ等频点处的 Ｓ１１值及其相对误差．采
用相对误差门限（ｅｒｒ）为 ５％，则从表 １可以看出
１００ＭＨｚ１４４ＭＨｚ频段的相对误差稍大于 ５％，这是由于
本文采用的方法与商业软件 ＦＥＫＯ仿真出的值有一定
的频偏导致的，除此频段以外，两者吻合的很好．
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表１ 算例１中ＴＤＩＥ方法和软件ＦＥＫＯ的 Ｓ１１参数的相对误差（％）

方法

频点
６０ＭＨｚ １００ＭＨｚ １４４ＭＨｚ １５６ＭＨｚ ３６０ＭＨｚ

ＴＤＩＥ －０．０６３ －０．７８８ －２１．６１ －１０．７７ －１．０３

ＦＥＫＯ －０．０６５ －０．８３６ －２３．７２ －１０．７４ －１．０８
相对误差 ３．０８ ５．７４ ８．８ ０．２８ ４．６３

算例２ 考虑一副螺旋天线放置在一个圆台形状

的天线台上，且天线台位于一个面积为 １０ｍ２的平面
上．螺旋天线的始端和终端半径均为 ００２ｍ，高 ０５ｍ，
共缠绕 ８３圈，天线台的上底面和下底面半径为 ０１ｍ
和０２ｍ，高为０３ｍ，物理结构如图４所示．

整个组合目标被剖分成 ９６７个三角形对、５８条线
段以及１个线面结合点，共计１０２６个未知量．在本例中
选取时间步长Δｔ＝００８３ｎｓ，将具有同样参数的 Ｄｅｌｔａ
ｇａｐ源给螺旋天线进行馈电（馈电点位于天线与天线台
结合处），可以获得此天线的回波损耗（Ｓ１１），如图 ５所
示．从图５中可以得到，螺旋天线的首个谐振频率点为
９１０ＭＨｚ左右，从而获得此谐振频率点的归一化Ｅ面方

向图，如图 ６所示．表 ２列出了 ５０、１５０、２５０、３００和
３５０ＭＨｚ等频点处的 Ｓ１１值及其相对误差．同样，误差门
限（ｅｒｒ）设置为５％，则可以看出３５０ＭＨｚ之后的频段有
一定的偏差，这是由于该频段属于本算例计算的高频

部分，对应于此频段，数值仿真模型的剖分度不足，从

而导致了误差的增大．除此频段以外，两者吻合的很
好．

表２ 算例２中ＴＤＩＥ方法和软件ＦＥＫＯ的 Ｓ１１参数的相对误差（％）

方法

频点
５０ＭＨｚ １５０ＭＨｚ ２５０ＭＨｚ ３００ＭＨｚ ３５０ＭＨｚ

ＴＤＩＥ －０．０５５ －１．０３ －１．８６ －１．８９ －０．２７
ＦＥＫＯ －０．０５３ －１．０１ －１．７８ －１．９８ －０．２５
相对误差 ３．７７ １．９８ ４．４９ ４．５５ ８．０

４ 结束语

本文采用了时间步进算法（ＭＯＴ）求解时域线面结
合积分方程，以解决金属平台和复杂线天线结合这种

组合目标问题．对单级子天线放置在金属球面以及螺
旋天线放置在圆台形天线基座等结构进行了数值仿

真，获得天线与基座结合处的瞬态电流值、天线的回波

损耗（Ｓ１１）、天线的输入导纳以及方向图等重要参数．从
瞬态结果中可以看出此方法具有很好的数值稳定性，

而从频域结果可以得到，本文的方法所获得的瞬态值

经过快速傅里叶变换（ＦＦＴ）后获得的频域结果与采用
商业软件ＦＥＫＯ直接计算得出的频域结果是非常吻合
的．这也验证了本文方法的有效性和精确性．同时，本
文的方法通用性强，并且更容易与快速算法（如时域平

面波技术、并行平台）相结合来分析电大尺寸目标的辐

射和散射问题．
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